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Анотацiя. Розглянуто нелокальну крайову задачу для диференцi-
ального рiвняння зi слабкою нелiнiйнiстю та з оператором диферен-
цiювання B = (B1; : : : ; Bp), де Bj  zj @
@zj
, j = 1; : : : ; p. За допомогою
iтерацiйної схеми Неша–Мозера встановлено умови розв’язностi да-
ної задачi у гiльбертових просторах Хермандера функцiй багатьох
комплексних змiнних, що утворюють уточнену соболєвську шкалу
просторiв.
2010 MSC. 35G30.
Ключовi слова та фрази. Диференцiальнi рiвняння з частинними
похiдними, малi знаменники, iтерацiйна схема Неша–Мозера.
1. Вступ
В останнi роки зростає зацiкавлення задачами для рiвнянь з ча-
стинними похiдними у рiзних класах функцiональних просторiв, зок-
рема у соболєвських просторах [1–4], а також у (гiльбертових) прос-
торах Хермандера [5, 6]. Значний науковий iнтерес викликає поши-
рення теорiї нелокальних крайових задач для рiвнянь та систем рiв-
нянь з частинними похiдними з класу просторiв Соболєва на клас
гiльбертових просторiв Хермандера, якi утворюють уточнену шкалу
соболєвських просторiв [7, 8].
Особливiстю даної роботи є дослiдження нелокальної крайової за-
дачi для диференцiально-операторного рiвняння з нелiнiйною пра-
вою частиною та оператором диференцiювання B = (B1; : : : ; Bp), де
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Bj  zj @
@zj
, j = 1; : : : ; p, який дiє на функцiї комплексних просторо-
вих змiнних z1; : : : ; zp, у просторах Хермандера, що утворюють уточ-
нену соболєвську шкалу. У цих шкалах просторiв числовий параметр
задає основну гладкiсть, а функцiональний параметр (повiльно змiн-
на на нескiнченностi функцiя) визначає допомiжну гладкiсть. Дове-
дення розв’язностi задачi проводиться за iтерацiйною схемою Неша–
Мозера [9–11]. Найбiльш важливим моментом у цiй схемi є отрима-
ння оцiнок норм у вiдповiдних просторах обернених лiнеризованих
операторiв, якi виникають у кожнiй iтерацiї. Оцiнювання пов’язане
з проблемою малих знаменникiв, яка вирiшується за допомогою ме-
тричного пiдходу на множинi параметрiв задачi.
2. Основнi позначення та постановка задачi
Нехай S однозв’язна область проколотої у нулi комплексної пло-
щини, а Dp — цилiндрична область [0; T ] Sp, де T > 0, p  2.
В областi Dp розглянемо задачу з двоточковими нелокальними
умовами для диференцiально-операторного рiвняння зi сталими кое-
фiцiєнтами та нелiнiйною правою частиною
L
 @
@t
;
@
@z

u 
X
js^jn
as^B
s@
s0u
@ts0
= "f(u); (t; z) 2 Dp; (2.1)
Mmu  @
mu
@tm

t=0
 @
mu
@tm

t=T
= 0; m = 0; 1; : : : ; n 1; z 2 Sp; (2.2)
де s^ = (s0; s), s = (s1; : : : ; sp) 2 Zp+, js^j = s0 + s1 + : : : + sp, as0;s 2
C (an;0 = 1), ",  — комплекснi параметри, u = u(t; z) — шукана
функцiя, z = (z1; : : : ; zp). Оператор B = (B1; : : : ; Bp) складений з
операторiв узагальненого диференцiювання Bj  zj @
@zj
, j = 1; : : : ; p,
якi мають спiльну систему власних функцiй zk, де zk = zk11 : : : z
kp
p ,
k = (k1; : : : ; kp), з власними значеннями kj вiдповiдно. Степенi даних
операторiв стандартно визначаються формулами B0ju  u,
Blju = Bj(B
l 1
j u) (j = 1; : : :; p, l = 1; : : :; n), B
s = Bs11 : : : B
sp
p .
Розглянемо задачу на власнi значення для оператора L, породже-
ного диференцiальним виразом L
 @
@t
;
@
@z

i крайовими умовами (2.2)
з  6= 0, тобто [2]
L
 @
@t
;
@
@z

u = u; Mmu = 0; m = 0; 1; : : : ; n  1: (2.3)
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Власними значеннями задачi (2.3) є числа k^ = L((k0); k), де
(k0)=
ln
T
+
i 2k0
T
, k^=(k0; k1; : : : ; kp) 2 Zp+1, якi утворюють точко-
вий спектр P оператора L. Власними функцiями, що вiдповiдають
власному значенню k^ є функцiї 'k^ = e
(k0)tzk
 , k = (k1; : : : ; kp),
k^ 2 Rk^ — множина розв’язкiв у цiлих числах k0, k1, : : : , kp рiвняння
L((k0); k) = L((k0); k).
Позначимо через M1 множину всiх повiльно змiнних за Кара-
матою на 1 функцiй, тобто множину таких функцiй  , для яких
виконується рiвнiсть
lim
t!1
 (t)
 (t)
= 1 для кожного  > 0;
а через M — множину всiх вимiрних за Борелем на пiвосi [1;1)
функцiй  : [1;1)! (0;1) зM1 таких, що функцiї  i 1= обмеженi
на кожному вiдрiзку [1; b], де 1 < b <1.
Нехай для кожного вектора k^ 2 Zp+1 число k визначає формула
k =
q
1 + k20 + k
2
1 + : : :+ k
2
p.
Для задачi (2.1), (2.2) на базi власних функцiй 'k^ оператора L
розглянемо простори
H q =
n
u(t; z) =
X
k^2Zp+1
uk^ e
(k0)t zk :
kuk2q; =
X
k^2Zp+1
k2q 2(k)juk^j2 < +1
o
; q 2 R;  2M:
У шкалi fH q gq2R; 2M числовий параметр q задає основну (степе-
неву) гладкiсть, а функцiональний  =  (k) — допомiжну гладкiсть,
тобто параметр  уточнює основну гладкiсть.
Введемо послiдовнiсть натуральних чисел Nq, q 2 N, за формулою
Nq = N
2
q 1 = N2
q
0 з натуральним N0  2.
Виберемо функцiю  1 2 M так, щоб !1(2) < 1, де функцiю
!1 : R![0;+1] задає формула
!1(r) =
X
k^2Zp+1
k (p+1)  r1 (k):
Функцiї з такими властивостями iснують, наприклад  (t)  1, а якщо
iснує ln : : : ln| {z }
k
t, k 2 N, то  (t) = (ln t)r1(ln ln t)r2 : : : (ln : : : ln| {z }
k
t)rk при
t > 1 для дiйсних чисел r1  1, : : : , rk  1 таких, що r1 : : : rk > 1.
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Розв’язок задачi (2.1), (2.2) будемо шукати, використовуючи iте-
рацiйну схему Неша–Мозера [9–11], у виглядi границi послiдовностi
гладких (аналiтичних) функцiй зi скiнченно-вимiрних пiдпросторiв
простору H q .
Для кожного натурального N розiб’ємо простiр H q у пряму суму
H q = W	
(N) W	(N)?, вiдщiпляючи скiнченно-вимiрний пiдпрос-
тiр, де
W	(N) = fu 2 H q : u =
X
kN
uk^ e
(k0)t zkg;
W	(N)? = fu 2 H q : u =
X
k>N
uk^ e
(k0)t zkg:
Розмiрнiсть простору W	(N) (дорiвнює кiлькостi розв’язкiв не-
рiвностi k20 + k21 + : : :+ k2p  N   1) має асимптотику Np+1.
Позначимо через PN : H
 
q ! W	(N) i P?N : H q ! W	(N)?,
N 2 N, оператори проектування у просторi H q на W	(N) i W	(N)?
вiдповiдно, якi для довiльної функцiї u 2 H q визначаються насту-
пними формулами:
PN u =
X
kN
uk^ e
(k0)t zk; P?N u =
X
k>N
uk^ e
(k0)t zk: (2.4)
Використовуючи введенi позначення, отримаємо, щоW	(N)=PNH
 
q
iW	(N)? = P?NH
 
q .
З означень простору H q i проектора PN випливає, що для будь-
яких N 2 N, q 2 R, r 2 R, i функцiй  0 i  00 з множиниM виконують-
ся нерiвностi
kPNukq+r; 0 00  N r 00(N)kukq; 0 для кожної u 2 H 0q ; (2.5)
kP?Nukq; 0  N r( 00(N)) 1kukq+r; 0 00 для кожної u 2 H 
0 00
q+r : (2.6)
Iснування розв’язку задачi (2.1), (2.2) базується на наступних вла-
стивостях (P1) – (P5) коефiцiєнтiв as^ та функцiї f з правої частини
рiвняння, яка, за припущенням, вiдображає простiр H d в себе для
деякого d > (p+ 1)=2.
Нехай числа l  d+2, c0  0, c1  0 i c2  0 такi, що виконуються
умови (P1) – (P4).
(P1) f 2 C2(H d ;H d ), зокрема f , Duf , D2uf обмеженi на кулi
K1=fu2H d : kukd; 1g.
(P2) Для будь-якого d  d0 < l та функцiї u 2 H d0
В. С. Iлькiв, Н. I. Страп 441
виконується нерiвнiсть kf(u)kd0;  c0(1 + kukd0; ).
(P3) Для довiльних u 2 H d \K1 i h 2 H d iснує таке
d > d+2,  = (p+1  2n)=2, що Duf(u) 2 C1(H d ;H d )
i kDuf(u)[h]k d;  c1khkd; .
(P4) Для будь-якого d  d0  l   2 та функцiй u 2 H d0 \K1
i h 2 H d0 справджується нерiвнiсть
kf(u+ h)  f(u) Duf(u)hkd0;  c2(kukd0; khk2d; + khkd; khkd0; ):
З властивостi (P4) випливає, що
kf(u+ h)  f(u) Duf(u)hkd;  2c2khk2d; :
Зокрема, властивостi (P2), (P3) i (P4) виконуються для
сталих c0 = sup
dd0<l
sup
u2H 
d0
kf(u)kd0; 
1 + kukd0; , c1 = supu2H d \K1
h2H d
kDuf(u)[h]k d; 
khkd; та
c2= sup
dd0l 2
sup
u2H 
d0\K1
h2H 
d0
kf(u+ h) f(u) Duf(u)hkd0; 
kukd0; khk2d; + khkd; khkd0; 
вiдповiдно.
Першi чотири властивостi характеризують поведiнку функцiї f у
кулi K1 простору H
 
d .
Для формулювання властивостi (P5), яка характеризує коефi-
цiєнти рiвняння (2.1), припускаємо, що вони належать кругу
OA = fz 2 C : jzj < Ag радiуса A > 0.
Позначимо вектори ~" = (Re "; Im ") i ~a = (y1; : : : ; y2p+2), причому
as^(j) = y2j+1 + i y2j+2, де y2j+1 i y2j+2 — дiйснi числа, j = 0; 1; : : : ; p,
s^(j) = (0; : : : ; 0| {z }
j
; n; 0; : : : ; 0).
Операцiю L розглядатимемо за умови p  2n на множинi па-
раметрiв ~a 2 Op+1A , а всi iншi as^ вважатимемо фiксованими. Для
 = (p + 1   2n)=2,  > 0 та вибраної функцiї  1 побудуємо послi-
довнiсть множин A	0, A	1, : : : , де A	q — множина тих векторiв ~a з
рiвняння (2.1), для яких виконується оцiнка
jL((k0); k)j  k   11 (k) при k  Nq; q = 0; 1; : : : : (2.7)
Iз задання множин A	q, q = 0; 1; : : : , випливають вкладення
: : :  A	1  A	0  Op+1A :
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З властивостей повiльно змiнних функцiй [5] та означення класу
M випливає iснування числа K = K() > 1 такого, що для всiх x  1
виконується нерiвнiсть
 1(x)  Kx: (2.8)
Введемо вiдповiднi до множин A	q множини A	q формулою
A	q = O"0 A	q, де q  0,
"0 = min
(
3
16c3
;

2c3N
2
0
)
; c3 = Kmaxfc0; c1; 2c2g: (2.9)
Для них також очевидними є наступнi вкладення:
: : :  A	1  A	0  O" Op+1A :
Зауваження 2.1. Стала c3 є додатньою якщо c0 > 0, зокрема
c3  Kc0. Якщо c0 = 0, то c1 = c2 = c3 = 0 i "0 =1, тобто O"0 = C2,
але f = 0, тому задача (2.1), (2.2) має тривiальний розв’язок. Цей
розв’язок єдиний у множинi A	01 векторiв (~";~a) 2 C2  Op+1A , для
яких k^ 6= 0 для всiх k^ 2 Zp+1. Множина A	01 є щiльною у множинi
O"  Op+1A параметрiв задачi. Аналогiчне твердження справедливе
для векторiв (~0;~a) 2 A	01 у випадку довiльної функцiї f з будь-якого
простору зi шкали fH q gq2R; 2M.
Для довiльних функцiй u 2W	(N), h 2W	(N), N 2 N, та пара-
метра ~" 2 R2 позначимо
LN [h]  LN (~";~a; u)[h] = Lh  "PNDuf(u)h;
де L — лiва частина рiвняння (2.1), проектор PN задає формула (2.4).
Наступна властивiсть (P5) є властивiстю неперервностi операто-
ра, оберненого до лiнiйного оператора
LNq(~";~a; u) : W	(Nq)!W	(Nq):
(P5) Для довiльних u 2W	(Nq) \K1 та  > 0 для всiх
(~";~a) 2 A	q оператор LNq(~";~a; u) :W	(Nq)!W	(Nq)
є оборотним, зокрема для d 2 [d; d  2] i h 2W	(Nq)
виконується оцiнка
kL 1Nq(~";~a; u)[h]k d; 
2K

N2q khk d; :
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Доведення властивостi (P5). Для кожного q  0 подамо оператор
LNq = D  Tq у виглядi
LNq = jDj
1
2UjDj 12   Tq = jDj 12 (U  R1)jDj 12 = jDj 12U(I   U 1R1)jDj 12 ;
де Dh=Lh, Tqh="PNqDufh, R1= jDj 
1
2TqjDj  12 i U= jDj  12DjDj  12 .
Оператори D i jDj,   0, визначенi i дiють у шкалi просторiв
fH q gq2R; 2M, зокрема, якщо h=
P
k^2Zp+1
hk^'k^, то Dh=
P
k^2Zp+1
k^ hk^ 'k^
i jDjh = P
k^2Zp+1
jk^j hk^ 'k^.
Для  < 0 оператори jDj iснують за такої умови: k^ 6= 0 для
всiх k^ 2 Zp+1. Оператори D i jDj,  2 R, у просторi W	(Nq) предс-
тавленi дiагональними матрицями, мають власнi значення k^ i jk^j
вiдповiдно i власнi функцiї 'k^ = e
(k0)tzk при k  Nq.
Лема 2.1. Для всiх векторiв ~a 2 A	q оператор jDj є оборотним та
для d 2 R,  2M i для довiльної функцiї h 2W	(Nq) виконується
jDj  12h d;  1p khk d+=2;  1=21 
s
K

Nq khk d; ;
де  1, K,  та  — величини з формул (2.7) i (2.8).
Доведення цiєї леми наведено нижче у пунктi 4.
Для оператора L 1Nq маємо зображення подiбне до зображення опе-
ратора LNq :
L 1Nq = jDj 
1
2 (I   U 1R1) 1U 1jDj  12 = jDj  12 (I  R) 1U 1jDj  12 ;
де R = U 1R1 i (I  R) 1 = I +
P
r2N
Rr. Зображення справедливе за
умови збiжностi геометричної прогресiї.
Норми операторiв U та R1, що дiють у просторах H d для всiх
d 2 [d; d  2] i  2M, характеризують наступнi леми 2.2 та 2.3.
Лема 2.2. Нехай точковий спектр оператора L не мiстить нуля,
тобто 0 =2 P . Тодi для будь-яких d 2 R,  2 M оператор U є
iзометричним у просторi H d .
Лема 2.3. Для оператора R1 : W	(Nq) !W	(Nq) для всiх  2 M,
d  d  d  2 i u 2W	(Nq) справджується оцiнка
kR1hk d;  Kc1
j"j

khk d; ;
де K i  — величини з (2.7) i (2.8).
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Доведення лем подано у пунктi 4.
З формули R = U 1R1 i лем 2.1 та 2.2 для всiх d  d  d   2,
 2M отримаємо, що
kRhk d; = kU 1R1hk d; = kR1hk d;  Kc1
j"j

khk d; :
Запишемо оцiнку k(I  R) 1hk d;  khk d; +
P
r2N
kRrhk d; , де
kRrhk d; = kR(Rr 1)hk d;  Kc1
j"j

kRr 1hk d; 

Kc1
j"j

rkhk d; ;
з якої, за умови (2.9), маємо
k(I  R) 1hk d;  khk d; 
1X
r=0
Kc1j"j

r
< khk d; 
1X
r=0
Kc1"0

r
= khk d; 

1  Kc1"0

 1
=

  Kc1"0 khk d; :
Повертаючись до оцiнки норми оператора L 1Nq , виводимо, що для
будь-яких d  d  d  2,  2M i (~";~a) 2 A	q виконуються оцiнки
kL 1Nqhk d; 
1p


  Kc1"0
jDj  12h d+=2;  1=21
 1


  Kc1"0 khk d+;  1 
Nq  1(Nq)
  Kc1"0 khk d; 
=
KN2q

2
 Kc1"0 + 
2
khk d; 
2K

N2q khk d; :
3. Встановлення умов розв’язностi задачi (2.1), (2.2)
Рекурентно визначимо послiдовнiсть функцiй fuqgq0;
uq 2 W	(Nq), заданих на множинах A	q, яка збiгатиметься до роз-
в’язку u 2 H d задачi (2.1), (2.2) для всiх векторiв (~";~a) з множини
A	1 та покажемо, що множина A	1 є досить великою у множинi
O"0 Op+1A параметрiв задачi та знайдемо оцiнку знизу її мiри.
Теорема 3.1. Нехай виконуються властивостi (P1)–(P5), =12,
 = (p + 1   2n)=2. Тодi iснує послiдовнiсть функцiй fuqgq0, в якiй
uq =
qP
i=0
hi 2W	(Nq) є розв’язком рiвняння
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Luq   "PNqf(uq) = 0, (PNq)
що визначений для (~";~a) 2 A	q, причому khikd;  4c3B0 j"j

N 2i
для кожного i 2 N, а Bq  1 + kuqkd+;  B0N2q+1 для q 2 N, де
B0  1 + ku0kd+;  1 + j"j

2Kc0N
14
0 .
Доведення. Використаємо метод математичної iндукцiї. За умови
(~";~a) 2 A	0 знайдемо розв’язок рiвняння
Lu  "PN0f(u) = 0. (PN0)
Для довiльної w =
P
kN0
wk^'k^ iснує оператор L
 1 : W	(N0)!W	(N0),
зокрема,
L 1w =
X
kN0
 1
k^
wk^ 'k^ =
X
kN0
wk^ 'k^
L((k0); k)
;
тому з оцiнки (2.7) випливає нерiвнiсть
L 1w2
d; 
=
X
kN0
k2d 2(k)
jwk^j2
jL((k0); k)j2

X
kN0
1
2
k2d+2( (k) 1(k))
2jwk^j2 =
1
2
kwk2d+;  1 :
Тодi (за формулою (2.5)) справедливими є оцiнкиL 1w
d; 
 1

kwkd+;  1 
1

N0 1(N0)kwkd; 
 K

N20 kwkd; : (3.1)
Рiвняння (PN0) зводимо до вигляду u = "L 1PN0f(u).
Зауваження 3.1. Якщо c1 = 0, то f(u) = f(0) i u = "L 1PN0f(0) є
єдиним розв’язком рiвняння (PN0) для всiх векторiв (~";~a) 2 A	0.
Позначимо через H0(u) = "L 1PN0f(u) значення оператора
H0 : W	(N0) ! W	(N0) на елементi u 2 W	(N0), тодi знаходження
розв’язку рiвняння (PN0) зводиться до вiдшукання нерухомої точки
u 2W	(N0) оператора H0.
Покажемо, що оператор H0 є стиском у кулi
G0 = fu 2W	(N0) : kukd; 0 = j"j

2Kc0N
2
0 g
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для кожного вектора (~";~a) 2 A	0.
Використаємо нерiвнiсть (3.1), властивiсть (P2) та формулу (2.9)
для отримання оцiнки
kH0(u)kd;  K j"j

N20 kf(u)kd;  K
j"j

N20 c0(1 + kukd; )
 K j"j

N20 c0(1+0) =
0
2
+K
j"j

N20 c00 
0
2
+K
"0

N20 c00  0:
Для довiльних функцiй u; u0 2 G0 виконується рiвнiсть
H0(u) H0(u0) = "L 1PN0(f(u)  f(u0));
тодi, використовуючи нерiвнiсть (3.1), запишемо оцiнку
kH0(u) H0(u0)kd;  K j"j

N20 kf(u)  f(u0)kd; 
 Kc1 j"j

N20 ku  u0kd;  Kc1
"0

N20 ku  u0kd; :
Отже, враховуючи (2.9), вiдображення H0 : W	(N0) !W	(N0) є сти-
ском у кулi G0. Таким чином, u = u0 2W	(N0) є єдиним розв’язком
рiвняння (PN0) i B0  1 + N0 0 = 1 +
j"j

2Kc0N
14
0 ; нульовий крок
iндукцiї зроблено.
За iндукцiєю будуємо наступнi елементи послiдовностi fuqgq>0,
для оцiнки норми яких у просторi H d+ використовуємо наступну
лему, яка буде доведена далi.
Лема 3.1. Для елементiв послiдовностi fuqgq0 виконується
Bq+1  (1 +N2q+1)Bq: (3.2)
З нерiвностi (3.2) за iндукцiєю отримаємо, що
Bq  B0
qY
i=1
(1 +N2i ) = B0
qY
i=1
 
1 + (N2
i
0 )
2

:
Оскiльки 1 + (N2i0 )2  (N2
i+2 i
0 )
2, то справджується нерiвнiсть
Bq  B0
qY
i=1
(N2
i+2 i
0 )
2 = B0N
qP
i=1
2(2i+2 i)
0
= B0N
22q+1 2+
qP
i=1
22 i
0  B0N2q+1:
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Вважаючи вiдомими u0, u1, : : : , uq, доведемо iснування розв’язку
uq+12W	(Nq+1) рiвняння
Luq+1   "PNq+1f(uq+1) = 0. (PNq+1)
Оскiльки uq+1 = uq + hq+1, то hq+1 2W	(Nq+1) i
Bq+1 = 1 + kuq+1kd+;  B0N2q+2:
Оцiнимо доданок hq+1 у просторi H
 
d .
Для кожного h 2W	(Nq+1) запишемо процедуру лiнеризацiї лiвої
частини рiвняння (PNq+1)
L(uq + h)  "PNq+1f(uq + h) = Luq   "PNq+1f(uq) + Lh
  "PNq+1Duf(uq)h+ "PNq+1Duf(uq)h+ "PNq+1f(uq)  "PNq+1f(uq +h)
= rq + LNq+1(~";~a; uq)h  "PNq+1(f(uq + h)  f(uq) Duf(uq)h)
= rq + LNq+1(~";~a; uq)h+Rq(h);
де rq=Luq "PNq+1f(uq), Rq(h)= "PNq+1(f(uq+h) f(uq) Duf(uq)h),
у пiдсумку якої hq+1 є розв’язком у просторi W	(Nq+1) рiвняння
rq + LNq+1(~";~a; uq)h+Rq(h) = 0:
Оскiльки uq є розв’язком рiвняння (PNq), тобто Luq = "PNqf(uq), то
rq = "(PNq   PNq+1)f(uq) =  "P?NqPNq+1f(uq) 2W	(Nq)? \W	(Nq+1)
i, використовуючи формулу (2.6) i властивiсть (P2), отримаємо
krqkd; = j"jN q kPNq+1f(uq)kd+;  j"jc0N q Bq  j"jc0B0N q N2q+1:
Для оцiнки норми kRq(h)kd; використаємо властивiсть (P4) та
одержимо
kRq(h)kd;  2c2j"jkhk2d; :
Оскiльки для будь-яких функцiй h; h0 2W	(Nq+1)
Rq(h) Rq(h0)   "PNq+1(f(uq + h)  f(uq + h0) Duf(uq)(h  h0))
=  "PNq+1(f(uq + h0 + (h  h0))  f(uq + h0) Duf(uq)(h  h0));
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то за властивiстю (P4) виконується наступна оцiнка:
kRq(h) Rq(h0)kd;  j"jkf(uq + h0 + (h  h0))  f(uq + h0)
 Duf(uq)(h  h0)kd;  j"jkf(uq + h0 + (h  h0))  f(uq + h0)
 Duf(uq + h0)(h  h0) + Duf(uq + h0)(h  h0) Duf(uq)(h  h0)kd; 
 j"j(2c2kh  h0k2d; + c1kh  h0kd; kh0kd; )
 1
K
j"j(2Kc2kh  h0kd; (khkd; + kh0kd; ) +Kc1kh  h0kd; kh0kd; )
 c3
K
j"j(khkd; + 2kh0kd; )kh  h0kd; : (3.3)
За властивiстю (P5) оператор LNq+1(~";~a; uq) є оборотним для всiх
векторiв (~";~a) 2 A	q+1 та довiльних функцiй uq 2W	(Nq) i
kL 1Nq+1(~";~a; uq)[h]kd; 
2K

N2q+1khkd; :
Значення оператора Hq+1 : W	(Nq+1) ! W	(Nq+1) на елементi
h 2W	(Nq+1) позначимо Hq+1(h) =  L 1Nq+1(~";~a; uq)
 
rq+Rq(h)

. Тодi
розв’язування рiвняння (PNq+1) еквiвалентне знаходженню нерухо-
мої точки hq+1 = h 2W	(Nq+1) оператора Hq+1, тобто розв’язування
рiвняння h = Hq+1(h).
Сформулюємо лему 3.2, яка буде доведена у пунктi 4.
Лема 3.2. Для кожного вектора (~";~a) 2 A	q+1 оператор Hq+1,
q  0, є стиском у кулi
Gq+1 = fh 2W	(Nq+1) : khkd;  q+1 = 4c3B0 j"j

N 2q+1 g:
З даної леми випливає iснування для всiх (~";~a) 2A	q+1 єдиного
розв’язку hq+1 2W	(Nq+1) рiвняння h = Hq+1(h), для якого справе-
дливо khq+1kd;  q+1 = 4c3B0 j"j

N 2q+1 .
Таким чином, функцiя uq+1 = uq + hq+1 є розв’язком у просто-
рi W	(Nq+1) рiвняння (PNq+1), який визначений для всiх векторiв
(~";~a) 2 A	q+1  A	0 i uq+1 =
q+1P
i=0
hi, де hi 2W	(Ni), та виконується
оцiнка khikd  4c3B0 j"j

N 2i для будь-якого i = 0; 1; : : : ; q + 1.
Знайдемо мiру множини A	1 = lim
q!1A	q, для елементiв якої
справджується теорема 3.1.
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Теорема 3.2. Множину A	1 визначає формула A	1 =
T
q0
A	q;
для її мiри measA	1 справедливою є оцiнка
measA	1  "20A2p+2p+2

1  2 4
p+1(p+ 1)!1(2)
A2p+1

:
Доведення. Оскiльки A	q =
qT
l=0
A	l, то A	1 = lim
q!1A	q =
1T
q=0
A	q.
Для оцiнки мiри measA	1 множини A	1 подамо многочлен
L((k0); k) у виглядi суми L((k0); k)=L1((k0); k)+L2((k0); k), де
L1((k0); k) = an;0;:::;0
 
(k0)
n
+
pX
i=1
as^(j)k
n
j =
2p+2X
j=1
yj('j(k^) + i j(k^));
зокрема, ReL1((k0); k)=
2p+2P
i=1
yj'j(k^) та ImL1((k0); k)=
2p+2P
i=1
yjj(k^).
Зауважимо, що measA	1 = "20A2p+2p+2   measA	1, де мно-
жини A	1 =
1S
q=0
A	q, A	q = O"0  A	q, а горизонтальна риска
над множиною означає операцiю доповнення у множинi Op+1A або
O"0  Op+1A . Знайдемо мiру множини A	1, для чого оцiнимо мiру
множини A	q =
S
kNq
A	q(k^), де A	q(k^) — множина векторiв ~a, для
яких при фiксованому векторовi k^ за умови k  Nq виконується
jL((k0); k)j < k   11 (k):
Очевидно, що A	q(k^)  A	0q(k^), де A	0q(k^) — множина тих векто-
рiв ~a для яких при фiксованому k^, такому, що k  Nq, виконується
хоча б одна з оцiнок
jReL((k0); k)j < k   11 (k); jImL((k0); k)j < k   11 (k):
A	0q(k^) — це множина точок ~a, якi знаходяться мiж перпендику-
лярними гiперплощинами
2p+2X
i=1
yj'j(k^) = ReL2((k0); k) k   11 (k);
2p+2X
i=1
yjj(k^) = ImL2((k0); k) k   11 (k):
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Для її мiри можна отримати [2] оцiнку measA	0q(k^)  d2p  S, де d —
дiаметр мiнiмальної кулi, що мiстить множину векторiв ~a, а число S
визначається формулою
S =
42k 2  21 (k) 2p+2P
i=1
'2j (k^)
 1
2
 2p+2P
i=1
2j (k^)
 1
2
:
Для S i d справедливими є нерiвностi S  4(p+ 1)
2k 2  21 (k)
(m2 + jkj2)n i
d  2A вiдповiдно.
Таким чином, для мiри множини A	q можна записати оцiнку
measA	q 
X
kNq
measA	q(k^) 
X
kNq
measA	0q(k^)
 4d2p(p+ 1)2
X
kNq
k 2 2n  21 (k)
 4d2p(p+ 1)2
X
k^2Zp+1
k (p+1)  21 (k) = 4d
2p(p+ 1)2!1(2);
де  = (p+ 1  2n)=2. Тодi measA	q  4d2p(p+ 1)2!1(2) i
measA	q  4"20!1(2)d2p(p+ 1)2:
Так, як measA	1= lim
q!1measA	q, то
measA	14"20!1(2)d2p(p+ 1)2:
Мiра множини A	1 має асимптотику
measA	1 =
!0
meas (O"0 Op+1A ) +O(2);
зокрема,
measA	1  "20A2p+2p+2   4"20!1(2)4pA2p(p+ 1)2
= "20A
2p+2p+2

1  2 4
p+1(p+ 1)!1(2)
A2p+1

:
Теорема 3.3. Для довiльного  > 0 i натурального N0  2 та
всiх векторiв (~";~a) 2 A	1 ряд
P
i0
hi є збiжним у просторi H
 
d до
розв’язку u задачi (2.1), (2.2), норма якого визначається нерiвнiстю
kukd;  8c3B0
N20
j"j

.
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Доведення. За теоремою 3.1 для всiх (~";~a) 2 A	1 виконується
X
i0
khikd; 
X
i0
4c3B0
j"j

N 2i :
Тодi ряд
P
i0
hi збiгається у просторi H
 
d до деякої функцiї u 2 H d ,
оскiльки мажорантний ряд
P
i0
khikd; є збiжним, зокрема,
kukd; 
X
i0
khikd; 
X
i0
4c3B0
j"j

N 2i
= 4c3B0
j"j

X
i0
(N2
i
0 )
 2 = 4c3B0
j"j

2
N20
=
8c3B0
N20
j"j

:
Покажемо, що Lu = "f(u). Функцiя uq є розв’яком рiвняння (PNq),
тодi
Luq  "PNqf(uq) = "f(uq)  "P?Nqf(uq): (3.4)
З властивостi (2.6) проектора P?Nq у просторi H
 
d , властивостi (P2) i
оцiнки для Bq знайдемо
kukd; 
X
i0
khikd; 
X
i0
4c3B0
j"j

N 2i
= 4c3B0
j"j

X
i0
(N2
i
0 )
 2  4c3B0 j"j

2
N20
=
8c3B0
N20
j"j

:
Таким чином, P?Nqf(uq)! 0 при q !1, далi з властивостi (P1) права
частина (3.4) є збiжною до "f(u) у просторi H d , а з неперервностi
оператора L маємо, що лiва частина (3.4) Luq при q ! 1 збiгається
до Lu у сенсi розподiлiв.
4. Доведення допомiжних лем
Доведення леми 2.1. Для всiх векторiв ~a 2 A	q оператор jDj  12 iснує
i оскiльки h =
P
kNq
e(k0)t zk hk^, то jDj 
1
2h =
P
kNq
hk^'k^pjL((k0); k)j , а з
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нерiвностi (2.7) випливає оцiнка
jDj  12h2d; = X
kNq
k2
d 2(k)
jhk^j2
jL((k0); k)j

X
kNq
1

k2
d+ 2(k) 1(k)jhk^j2 =
1

khk2d+=2;  1=21 :
Використавши нерiвностi (2.5) i (2.8), отримуємо
jDj  12h d;  1pN=2q  1=21 (Nq)khk d; 
s
K

Nq khk d; :
Доведення леми 2.2. Оскiльки U = jDj  12DjDj  12 , то його дiю на фун-
кцiю h 2 H d задає формула Uh =
P
k^2Zp+1
k^
jk^j
hk^ 'k^, де k^ — власнi
значення оператора D. Використавши означення простору H d i нор-
ми у цьому просторi, отримаємо, що kU 1hk d; = khk d; .
Доведення леми 2.3. Оскiльки R1h = "jDj  12PNq(Duf jDj 
1
2h), то,
згiдно з лемою 2.1, нерiвностями (2.5) та (2.8), отримаємо
kR1hk d;  j"j
1p

kPNqDuf jDj 
1
2hk d+=2;  1=21
 j"jp

N 3=2q kDuf jDj 
1
2hk d+2;  1=21 
j"jp

N 3=2q c1kjDj 
1
2hk d;  1=21
 c1 j"j

N 3=2q khk d+=2;  1  c1
j"j

N 3=2q N
=2
q  1(Nq)khk d; 
 c1 j"j

N q KN

q khk d;  Kc1
j"j

khk d; :
Доведення леми 3.1. Оскiльки uq+1 = uq + hq+1 i hq+1 2 Gq+1, то
Bq+1=1+ kuq+1kd+; 1+ kuqkd+; + khq+1kd+; =Bq + khq+1kd+; :
Для норми функцiї hq+1 =  L 1Nq+1(~";~a; uq)
 
rq +Rq(hq+1)

у просторi
H d+ справедливою є оцiнка
khq+1kd+;  2K

N2q+1
 krqkd+; + kRq(hq+1)kd+; : (4.1)
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Оскiльки rq =  "P?NqPNq+1f(uq), то, використовуючи (P2), запишемо
оцiнку для норми krqkd+; наступним чином:
krqkd+;  j"jkf(uq)kd+;  j"jc0(1 + kuqkd+; ) = j"jc0Bq: (4.2)
Для оцiнки величини kRq(hq+1)kd+; застосуємо лему 3.2 i власти-
вiсть (P4) та отримаємо
kRq(hq+1)kd+; j"jc2
 kuqkd+; khq+1k2d; + khq+1kd; khq+1kd+; 
 j"jc2
 
Bq
2
q+1 + q+1khq+1kd+; 

: (4.3)
Пiдставивши оцiнки (4.2) i (4.3) у нерiвнiсть (4.1), одержимо
khq+1kd+;  2K

N2q+1
 j"jc0Bq + j"jc2(Bq2q+1 + q+1khq+1kd+; )
= 2Kc0
j"j

N2q+1Bq+2Kc2
j"j

N2q+1
2
q+1Bq+2Kc2
j"j

N2q+1q+1khq+1kd+; 
< 2Kc0
"0

N2q+1Bq+2Kc2
"0

N2q+1
2
q+1Bq+2Kc2
"0

N2q+1q+1khq+1kd+; 
< 2c3
"0

N2q+1Bq + c3
"0

N2q+1
2
q+1Bq + c3
"0

N2q+1q+1khq+1kd+; :
Враховуючи лему 3.2 та рiвнiсть (2.9), отримаємо наступну оцiнку:
khq+1kd+;  2c3 "0

N2q+1Bq +
q+1
4
Bq +
1
4
khq+1kd+; 
< 2c3
"0

N2q+1Bq + c3B0
"0

N 2q+1Bq +
1
4
khq+1kd+; 
= 2c3
"0

Bq(N
2
q+1 +
1
2
B0N
 2
q+1 ) +
1
4
khq+1kd+; 
 4c3 "0

N2q+1Bq +
1
4
khq+1kd+; :
Тодi
3
4
khq+1kd+;  4c3 "0

N2q+1Bq, звiдки з (2.9) випливає
khq+1kd+;  16
3
c3
"0

N2q+1Bq  N2q+1Bq:
Отже, Bq+1  Bq +N2q+1Bq = (1 +N2q+1)Bq, що i треба було довести.
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Доведення леми 3.2. За властивiстю (P5) для довiльної h 2 Gq+1 ма-
ємо
kHq+1(h)kd;  2K

N2q+1
 krqkd; + kRq(h)kd; 
 2Kc0B0 j"j

N2q+1N
 
q N
2
q+1 + 4Kc2
j"j

N2q+1khk2d; :
Враховуючи значення , рiвнiсть Nq+1 = N2q та формулу (2.9), запи-
шемо нерiвнiсть
kHq+1(h)kd;  2Kc0B0 j"j

N 2q+1 + 4Kc2
j"j

N2q+1
2
q+1
 2c3B0 j"j

N 2q+1 + 2c3
j"j

N2q+1
2
q+1 
q+1
2
+ 8B0

c3
j"j

2
q+1
 q+1
2
+ 8B0

c3
"0

2
q+1  q+1;
тому оператор Hq+1 вiдображає Gq+1 в себе.
Для довiльних функцiй h i h0 з кулi Gq+1 виконується рiвнiсть
Hq+1(h) Hq+1(h0) =  L 1Nq+1(~";~a; uq)
 
Rq(h) Rq(h0)

:
Використаємо нерiвнiсть (3.3) та запишемо наступну оцiнку:
kHq+1(h) Hq+1(h0)kd;  2K

N2q+1
Rq(h) Rq(h0)d; 
 2c3 j"j

N2q+1(khkd; + 2kh0kd; )kh  h0kd; 
 2c3 j"j

N2q+112c3B0
j"j

N 2q+1 kh  h0kd; 
 24B0

c3
j"j

2kh  h0kd; < 24B0c3 "0

2kh  h0kd; :
З формули (2.9) випливає, що 24B0

c3
"0

2
< 1, тобто оператор Hq+1
є стиском.
Висновки
У роботi дослiджено розв’язнiсть двоточкової нелокальної крайо-
вої задачi для диференцiально-операторного рiвняння зi слабко нелi-
нiйною правою частиною у гiльбертових просторах Хермандера, що
В. С. Iлькiв, Н. I. Страп 455
утворюють уточнену соболєвську шкалу просторiв функцiй багатьох
комплексних змiнних. Доведення теорем проведено за допомогою iте-
рацiйної схеми Неша–Мозера. Важливу роль у данiй схемi вiдiграє
оборотнiсть лiнеризованих операторiв, якi виникають на кожному
кроцi цiєї схеми, та пов’язана з цим проблема малих знаменникiв.
Саме тому розв’язок u 2 H d даної задачi знайдено не на множинi
всiх параметрiв (~";~a) задачi (2.1), (2.2), а на множинi A	1 тих ве-
кторiв (~";~a), для яких власнi значення операторiв LN (~";~a; u), N 2 N,
не є надто близькими до нуля.
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